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9.3. Binidre Suchbiume

9.3.1. Einfiihrende Beispiele

Binare Baume eignen sich gut zum gezielten Speichern und schnellen Wieder-
auffinden von Informationen. In friheren Kapiteln wurden Verfahren besprochen,
mit denen Daten in linearen Anordnungen gespeichert und gesucht wurden (Fel-
der, Listen). Als schnelles Suchverfahren haben wir bei Feldern das bindre Suchen



und das Hash-Verfahren kennen gelernt. Dabei haben wir gesehen, dafl zum
schnellen Wiederfinden von Daten eine wichtige Voraussetzung gehort: die Daten
mussen vorher in eine passende Anordnung gebracht werden. Binares Suchen
ist nur moglich, wenn die Datenelemente nach einem Schlissel aufsteigend (oder
absteigend) sortiert sind. Eine Suche mit Hilfe eines Hash-Verfahrens erfordert,
daB zuvor mit derselben Hash-Funktion gespeichert wurde, mit der nun gesucht
wird. In einem bindren Baum kann die Suche nach einem Knoteninhalt dann
schnell erfolgen, wenn der Baum passend aufgebaut ist und man bei jedem Knoten
feststellen kann, in welchem Teilbaum man weitersuchen muf, falls das Such-
element im gerade betrachteten Knoten nicht enthalten ist. Anderenfalls muBte
man namlich den ganzen Baum durchsuchen.

Beispiel

Die einzelnen Fragen in den Knoten des Binarbaumes beim Beruferaten besitzen keine
Ordnung in dem gerade beschriebenen Sinn. Wenn man etwa feststellen wollte, ob der Beruf
,Maurer'* bereits bekannt ist, miBBte man den Baum systematisch (z.B. in Preorder) durch-
laufen und in den Blattern nachprufen, ob dort dieser Beruf vorkommt (als letztes Wort der
Frage). Der Wissensbaum ist also kein Suchbaum zum schnellen Auffinden einer Information.

Wie bei allen frGher besprochenen Suchverfahren nehmen wir an, daB die Daten-
elemente einen Schllissel als Komponente enthalten. Im gesamten gespeicherten
Datenbestand soll es keine zwei Elemente mit demselben Schlissel geben. Fur
den Typ dieses Schlussels soll eine Ordnung definiert sein, die Vergleiche auf
., kleiner bzw. ,,groBer' zwischen zwei Werten ermdglicht. Fur erlauternde Bei-
spiele werden der Einfachheit halber Datenelemente verwendet, die nur den
Schlldssel enthalten. Vorzugsweise sind dies ganze Zahlen.

Ein bindrer Baum wird ein binarer Suchbaum genannt, wenn er folgende Eigen-
schaften besitzt:

(1) Jeder Knoteninhalt besitzt als Komponente einen Schlussel, fur dessen Typ
eine Ordnung definiert ist.

(2) Fur jeden Knoten K, der kein Blatt ist, gilt: alle Schlussel in den Knoten des
linken Teilbaumes von K sind kleiner als der Schlussel in K, alle Schlussel in
den Knoten des rechten Teilbaumes von K sind gréBer als der Schlussel in K.

Der folgende Baum ist ein bindarer Suchbaum mit ganzen Zahlen als Schlusseln.

Wir verfolgen zunachst den Ablauf einer Suche in diesem Baum nach dem Schlus-
sel 41.



(1) Man vergleicht 41 mit dem Schlissel 56 im Wurzelknoten. Es ist 41 < > 56.
Da 41 < 56, sucht man im linken Teilbaum weiter.

(2) Man vergleicht 41 mit dem SchilUssel 23 in dessen Wurzelknoten. Es ist
41 < > 23. Da 41 > 23, sucht man im rechten Teilbaum weiter.

(3) Man vergleicht41 mitdem Schlissel 41 in dessen Wurzelknoten. Es ist 41 = 41.
Die Suche ist erfolgreich beendet.

Sucht man in ahnlicher Weise nach dem Schlissel 85, so besucht man nachein-
ander die Knoten mit den Schlusseln 56, 81, 99 und 93. Dort muBte man im linken
Teilbaum weitersuchen. Dieser ist aber leer. Also ist die gesuchte Zahl nicht im
Baum enthalten.

(a) Suche nach 41 (b) Suche nach 85

Wie die Beispiele zeigen, kann entsprechend der Definition eines bindaren Baumes
der Suchalgorithmus rekursiv formuliert werden.

Algorithmus Suche Schliissel X im bindren Suchbaum b

— Falls b leer ist, dann ist die Suche erfolglos.
— anderenfalls
— Falls X gleich dem Schlussel im Wurzelknoten ist, dann ist die Suche erfolgreich
— anderenfalls
— Falls X kleiner als der Schlissel im Wurzelknoten ist, dann
— Suche Schliissel X im linken Teilbaum von b.
— anderenfalls
— Suche Schiussel X im rechten Teilbaum von b.

Der Vorteil der Suche im binaren Suchbaum gegeniber einer sequentiellen Suche
im Feld oder in einer linearen Liste wird deutlich erkennbar. Mit jedem Suchschritt,
der nicht bereits das Element findet, wird ein ganzer Teilbaum von der Weitersuche
ausgeschlossen.

Der Aufbau eines binaren Suchbaumes geschieht schrittweise. Beginnend mit ei-
nem leeren Baum werden nacheinander neue Element eingefiigt. Jedes neue Ele-
ment muB gezielt so an einen Platz gebracht werden, daB die kennzeichnende
Eigenschaft (2) bestehen bleibt. Daher ist es nicht sinnvoll, dieses Einfligen einer
auBeren Steuerung zu Uberlassen, wie dies z.B. beim Beruferaten der Fall war.



Dem Einfligen geht stets eine Suche voraus. Ein Element, dessen SchlUssel bereits
vorhanden ist, wird nicht eingefligt. Ein nicht vorhandenes Element wird an der
Stelle eingefugt, wo die Suche erfolglos abgebrochen wurde. Das bedeutet: der
binare Suchbaum erhalt ein neues Blatt, dessen Inhalt das einzufligende Element
ist.

Fir das obige Beispiel (Suche nach 85) heiB3t dies: die Zahl 85 miufBte im linken
Teilbaum von 93 stehen. Da dieser Teilbaum leer ist, wird ein neuer, einelementiger
Bindrbaum geschaffen, dessen Wurzelknoten den Inhalt 85 hat. Er wird als linker
Teilbaum an den Knoten mitder 93 angehangt. Der Baum hat danach den folgenden
Aufbau.

Dieses Verfahren hat den Vorteil, daB der Baum insgesamt nicht umorganisiert
werden muB (wie dies etwa beim Einfligen in einem sortierten Feld der Fall ist).
Ein Nachteil besteht aber darin, daB die Reihenfolge, in der man die einzelnen
Elemente zum Aufbau des Baumes einfligt, die Gestalt des Baumes sehr stark
beeinflussen kann. So ergeben einerseits die beiden Reihenfolgen 41 20 12 59 82
48 und 41 59 48 20 82 12 denselben bindren Suchbaum

Dagegen entsteht aus der anderen Reihenfolge 12 82 20 41 59 48 derselben Zah-
len der Baum




Hier besitzen die Wurzel und jeder innere Knoten jeweils genau einen nicht-leeren
nachfolgenden Teilbaum. Diese Verknlpfung entspricht der einer linearen Liste.
Man spricht von einem ,,entarteten‘* Suchbaum. Das Suchen in einem entarteten
Suchbaum hat keine Vorteile mehr gegeniiber der sequentiellen Suche in einer
linearen Liste. In der (iberwiegenden Zahl der Anwendungsfalle ist die Reihenfolge
der neu einzufiigenden Elemente problembedingt und erzeugt im allgemeinen
keinen entarteten Baum.

Bei vielen Anwendungen tritt auch die Notwendigkeit auf, einen Knoten in einem
binaren Suchbaum zu /6schen. Ein Entfernen eines Knotens ist meist nicht so
einfach wie das Einfligen, da man sich die Stelle nicht aussuchen kann. Man kann
drei Falle unterscheiden:

(i) Wenn der zu l6schende Knoten ein Blatt ist, so kann er unmittelbar entfernt
werden.

(ii) Hat er nur einen nichtleeren nachfolgenden Teilbaum, so kann er dhnlich wie
in einer linearen Liste ,,Uberbrickt” und dann geldéscht werden.

(iii) Hat er dagegen zwei nichtleere Nachfolger, so darf der Knoten an dieser
Stelle nicht entfernt werden. Denn sein Vorganger kann nicht beide Nachfolger
des gel0schten Knotens an dessen Stelle als Nachfolger erhalten. Eine Lé-
sungsmoglichkeit besteht darin, gezielt einen Knoten zu suchen, der entweder
ein Blatt ist oder nur einen Nachfolger hat. Dann wird dessen Inhalt in den-
jenigen Knoten Ubertragen, der den zu l6schenden Inhalt besitzt. SchlieBlich
wird dieser letztere Knoten aus dem Baum entfernt.

Bei der Auswahl dieses Knotens muB man darauf achten, daB der Baum ein
binarer Suchbaum bleibt. Man muB daher im linken nachfolgenden Teilbaum
des zu l6schenden Elementes, der ja nur kleinere Schlissel enthalt, den gréB-
ten Wert suchen (oder im rechten Teilbaum den kleinsten). Dieser Wert ist
groBer als alle anderen Schlissel in diesem linken Teilbaum, andererseits
kleiner als alle Schlissel im rechten Teilbaum des zu léschenden Wertes.
Daher kann er an die Stelle des zu l6schenden Schliissels gesetzt werden.

Beispiele

Zu (i): Léschen des Knotens mit dem Inhalt 17.
Man sucht zunachst den Knoten mit Inhalt 17 und durchlauft dabei die Knoten mit den Werten
56, 23, 10, 17. Da dieser Knoten ein Blatt ist, wird er aus dem Baum entfernt.




Zu (ii): Loéschen des Knotens mit dem Inhalt 81.

Hier werden die Knoten mit den Werten 56, 81 besucht. Da der gesuchte Knoten nur einen
nicht-leeren nachfolgenden Teilbaum hat, riickt dieser an die Stelle des Baumes mit der
Wurzel 81. Der Knoten mit dem Inhalt 81 kann aus dem Baum entfernt werden. Wieder sind
die Zustande vor und nach dem Ldschen dargestellt.

Zu (iii): Loschen des Knotens mit dem Inhalt 23.

Zunachst werden die Knoten mit den Inhalten 56 und 23 besucht. Der gesuchte Knoten hat
zwei nicht-leere nachfolgende Teilbdume und darf daher nicht entfernt werden. Deshalb
sucht man im linken nachfolgenden Teilbaum den am weitesten rechts stehenden Knoten,
denn dieser enthéalt den gréBten Schliissel in diesem Teilbaum und hat hochstens einen
linken nachfolgenden Teilbaum. Es ist die Zahl 17. Diese wird in den Knoten mit der 23
Ubertragen und ersetzt dort diesen Wert. SchlieBlich wird der alte Knoten mit der 17 aus
dem Baum entfernt.

Zwei Vorgange mussen deutlich unterschieden werden: das Loschen eines Inhalts
und das Entfernen eines Knotens. Loschen bedeutet, daB ein Baum entsteht, bei
dem in keinem Knoten der genannte Inhalt vorkommt. Entfernen heil3t dagegen,
daB ein Baum entsteht, der einen bestimmten Knoten nicht mehr enthalt. In den
beiden ersten Fallen wurde jeweils der Knoten mit dem zu I6schenden Inhalt ent-
fernt und damit auch der Inhalt geléscht; denn es gibt keinen zweiten Knoten mit
demselben Inhalt. Im dritten Fall wird dagegen zwar der Inhalt geléscht, es wird
aber nicht der Knoten entfernt, der diesen Inhalt enthalt. Vielmehr wird der Inhalt
durch Uberschreiben mit einem anderen Inhalt geldscht. Entfernt wird aber der
Knoten, aus dem dieser andere Inhalt kopiert wurde.



Algorithmus zum Loschen im bindren Suchbaum

Handlungsanweisung:
— Suche den Knoten K mit dem zu I6schenden Inhalt.
— Falls sein linker Teilbaum leer ist, dann
— Hange seinen (mdglicherweise leeren) rechten Teilbaum an die Stelle des Baumes,
dessen Wurzel K ist.
anderenfalls
— Falls sein rechter Teilbaum leer ist, dann
— Hange seinen linken Teilbaum an die Stelle des Baumes, dessen Wurzel K ist.
anderenfalls
— Laufe im linken Teilbaum soweit nach rechts, bis ein Knoten K71 angetroffen wird,
der keinen rechten Teilbaum hat.
— Ubertrage seinen Inhalt in den Knoten K.
- Hange den linken Teilbaum von K7 an die Stelle des Baumes, dessen Wurzel
K1 ist.
LA dp v R

Ubungen

. Gegeben ist die Zahlenfolge 20 7 63 5 3 76 17 1 38 19 23 9 67. Die Zahlen sollen in der vor-
gegebenen Reihenfolge in einen anfangs leeren bindren Suchbaum eingeflgt werden. Zeich-
nen Sie die den Baum, der dadurch entsteht.

. Bauen Sie in dhnlicher Weise einen bindren Suchbaum aus den Wértern

PROGRAM CONST TYPE VAR RECORD INTEGER BEGIN END AND IF THEN ELSE
REPEAT UNTIL ARRAY.

. Loschen Sie im Baum der Ubung 1 nacheinander die Zahlen 23, 76, 7, 20. Zeichnen Sie
nach jedem Ldschvorgang den Baum neu.



